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This paper proposes a general setting for Mobius inversion which includes the 
cases of locally finite partially ordered sets and monoids with the finite decom- 
position property (f.d.p.). The unifying concept is that of categories with the 
f.d.p., called Miibius categories, which we characterize in four different ways. 
The established theory of incidence algebras, Mobius functions, product for- 
mulas, reduced algebras, etc., is carried over. Furthermore, the study of functors 
between Mobius categories yields results in two directions: firstly, inspired from 
the substitution of formal power series is the construction of a homomorphism 
between incidence algebras which allows the transfer of Mobius inversions; 
secondly, surjective functors often give rise to a reduced incidence algebra, thus 
shedding new light on many important reduced algebras in combinatorial theory. 
INTRODUCTION 
Les cattgories de MGbius sont nees du d&r d’expliquer l’analogie entre 
deux rtsultats Clementaires d’algebre: 
(1) Une strie formelle est inversible si et seulement si son terme constant 
est inversible dans l’anneau de base. 
(2) Une matrice triangulaire est inversibie si et seulement si ses elements 
diagonaux sont inversibles dans l’anneau de base. 
De plus ces deux rtsultats sont a la source de deux theories parallbles 
d’inversion de Miibius en combinatoire developpees, d’une part par P. Cartier 
et D. Foata dans [l] pour les mono’ides a decompositions finis (1) et, d’autre 
part, par G. C. Rota dans [ 131, et d’autres, dans le cas des ensembles ordonnts 
localement finis (2). 
* Les auteurs remercient le Conseil national de recherche du Canada ainsi que la Direc- 
tion generale de I’enseignement superieur du Quebec pour leur assistance tkanciere. 
169 
0097-3165/80/02016%22$02.00/0 
Copyright 0 1980 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 
170 CONTENT, LEMAY, ET LEROUX 
II est alors apparu que l’explication de I’analogie permettait en fait 
d’unifier ces deux theories et d’elargir au maximum la portte du principe 
d’inversion de Mobius et de ses applications combinatoires. 
Le concept unificateur est celui de categories a decompositions finies, 
que nous appelons categories de Mobius. Nous entreprenons done dans cet 
article le dtveloppement de la thtorie des categories de Mobius %? et de leurs 
algbbres d’incidence AV. Ainsi, nous donnons diverses caracttrisations des 
categories de Mobius (§3), et ttudions la fermeture de la classe des categories 
de Mobius sous certaines operations categoriques ($4). Les theories existantes 
nous guident frequemment dans ce developpement; par exemple, nous 
gtneralisons aux categories de Mobius et aux anneaux de caracttristique 
quelconque la thtorie des relations compatibles et des algebres rtduites de 
Doubilet, Rota et Stanley que l’on trouve dans [5] ($6). 
Un des principaux avantages de l’unification est de rendre possible des 
liaisons entre categories de Mobius de types differents, a l’aide de foncteurs. 
Cela se manifeste de deux facons differentes: tout d’abord certains foncteurs 
F: %? + B entre categories de Mobius et, plus gtneralement, les “applications 
admissibles” donnent lieu k des homomorphismes d’algebres A% ---f A23; 
ceci permet, comme dans la demonstration de Cartier & Foata du “Master 
Theorem” de Mac Mahon ([l] pp. 54-57) de transporter l’inversion de 
Mobius de A%? dans A9 (95); notons qu’une generalisation du concept de 
famille sommable de series formelles ($2) est essentielle dans la defintiion 
de cet homomorphisme d’algebres. 
D’autre part, le noyau de certains foncteurs surjectifs 2 + %? est une 
relation compatible sur J%‘; dans ce cas, on obtient une nouvelle multiplication 
dans AW qui fait de celle-ci une algbbre isomorphe a l’algebre rtduite de AS?. 
Par exemple si (YJ, C) dtsigne I’ensemble ordonne des parties finies d’un 
ensemble infini X, le foncteur 
admet comme noyau la relation compatible sur (9,X, C) dont l’algebre 
rtduite est l’algebre des series formelles exponentielles ($7). 
Dans cet article, A est un anneau commutatif avec Clement unite 1 qu’on 
suppose #O; k4 designe le monolde additif des nombres naturels et N*, 
le monoi’de multiplicatif des entiers positifs; #x denote la cardinalitt d’un 
ensemble x. 
Le concept de cattgorie de Mobius a CtC presente pour la premiere fois par 
Pierre Leroux au 2e colloque sur l’algebre des categories a Amiens en 
juillet 1975 [S]. Les developpements de la theorie que nous presentons ici 
sont contenus dans les mtmoires de maitrise de Mireille Content [3, 19771 
et Francois Lemay [7, 19781 present& a 1’Universitt du Quebec a Montreal. 
CATlhORIES DE MijBlUS 171 
1. CARACT~RISATION DES CATEGORIES DE MOBIUS 
Nous considtrons qu’une catkgorie %? est un ensemble de fleches muni 
d’une loi partielle de composition satisfaisant certains axiomes (voir MacLane 
[9], p. 9); nous noterons 1 V I I’ensemble des sommets de V que nous identi- 
fions aux fleches identitts et appelons unit&. Si c1 et c2 sont des unites, nous 
noterons g(c, , CJ l’ensemble des fleches de VT de source c1 et de but c2 . 
Si f E C(c, , CJ et si g E F?(c, , c3), la composte gf est une fleche de V(c, , c3). 
Par exemple, un ensemble prbordonne’ (X, <) peut @tre identifie a la 
categoric dont les fltches sont les couples (x, y) d’tltments de X, ou x < y; 
la transitivite et la rtflexivitt de la relation < nous assurent de I’existence de 
la loi de composition et des unites, respectivement. De meme, un monoi’de 
peut &tre vu comme une cattgorie n’ayant qu’une seule unite, les fleches ttant 
les elements du monoi’de et la loi de composition &ant celle du monoide. Si G 
est un multigraphe orient& la catkgorie libre sur G, notte LG, est celle dont 
les elements sont les suites finies d’arcs successifs de G qu’on appelle chemins; 
ici la composition est la concatenation de chemins successifs et les unites 
sont des chemins vides dont on convient de I’existence en chaque sommet du 
graphe. 
Soit 55, une cattgorie. Un n-tuplet (fi ,..., fJ, n > 1, de flbches de ?I? est dit 
une dkomposition de degre’ n de f E V si fi ..’ fn = f et si aucun des fi n’est une 
unite. Une fleche est indkcomposable si elle n’admet aucune decomposition de 
degre 32 la Zongueur de f E %, notee If, est le supremum, dans N u ( co}, des; 
degres des decompositions def; on dit que $5’ est une catkgorie avec longueur 
si chacune de ses fleches est de longueur finie; dans une telle categoric, les 
unites sont indecomposables (voir Mitchell [ll] p. 80) et de longueur 0, 
les autres fleches indecomposables &ant de longueur I. 
Nous supposons maintenant que % est ci de’composition jnies de degr.4 2 
c’est-a-dire que pour toute fltche f E V, l’ensemble 
i(f’, f”> I f’f” = fl, not6 (f), 
est fini. 
Nous introduisons alors l’alggbre d’incidence de %Y sur l’anneau commutatif 
et unitaire A, not&e AV; il s’agit de l’ensemble des applications CL de %’ dans A, 
notees parfois formellement 01 = CfEs (&f, muni des operations suivantes: 
Soient aE A, ~,PE A%, fEV. 
. Multiplication par un scalaire: (a, IX) w aa E A%, oh (am)f = a(af). 
. Addition: (01, p) H (Y + p E A?? oti (a + P)f = af + /3$ 
. Multiplication: (01, p) w 01 * p E A%? oh (CX * fi)f = x(f) (mf’)(#“), la 
somme Ctant prise sur tous les couples (f’, f”) E (f). 
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Cette construction generalise l’algebre d’incidence d’un ensemble ordonne 
localement fini (cf. Rota [I 31, p. 344) ainsi que l’algebre large dun mono’ide a 
decompositions finies de degre dew (cf. Bourbaki, “Algebre,” ch. III) in&ant 
les algbbres de series formelles. 
I1 est facile de voir que A9 est bien une A-algbbre (associative et unitaire), 
par exemple en constatant qu’il s’agit de l’algtbre duale d’une A-coalgebre 
qui peut @tre associee a la categoric 59. Les neutres additif et multiplicatif de 
A%?, not& respectivement w et 6, sont don& par 
wf =OEA,V~E%? et Sf = I 1 GA, si fElTI OEA, sinon. 
Soulignons au passage l’inclusion naturelle V +c A??: Si g E V on peut 
considtrer que g E A%?, en posant 
df) = 1;; si f’=g sinon. 
Alors 
si le compose gfest defini dans V 
sinon. 
Si 01 E A%, on definit l’exponentiation inductivement: 
010 = 6 3 ant1 = 01” * 01, Qn E N. 
Le theoreme suivant permet de caracttriser les categories pour lesquelles 
l’inversion de Mobius est possible; nous appellerons catkgories de Miibius 
celles qui satisfont les conditions de ce theortme. 
1.1. THBORBME. Soit %?, we catkgorie d de’compositions$nies de degre’ deux. 
Les quatre conditions suivuntes sont kquivalentes: 
(i) Un Gment OL de AV est inversible o Qe E 1 %? j, cre est inversible 
dans A. 
(ii) (a) Les unit& de V sont indkomposables, 
(b) gh = g dans V => h E 1 9? 1, ou bien, de facon kquivalente, 
(b’) h” = hmdans56T,avecn # mEN =+- hE[%‘f:l. 
(iii) V est avec longueur. 
(iv) V est ci dtkompositionsfinies, i.e., toute$&he de %? n’admet qu’un 
nombre jni de d&compositions. 
Dkmonstration. (i) => (ii). Si gf = e E 1 W / et si g et f ne sont pas des 
unites, alors, utilisant I’inclusion naturelle V --F A%?, les elements 8 + g et 
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6 - fsont inversibles dans A%, par (i) mais leur produit (6 + g) * (6 - f) = 
6 + g -f - e ne Vest pas, toujours par (i) ce qui est une contradiction. La 
propritte (iib), se demontre de facon analogue. 
(ii) => (iii). SoitfE V de longueur infinie; il existe alors une decomposition 
de f de degrt k + 1, oti k = #( f), qui donne lieu par (ii), a k decompositions 
de degrt deux def; deux de celles-ci doivent &tre Cglales, ce qui m&e rapi- 
dement a une contradiction de (ii). 
(iii) d (iv). Sous I’hypothese que % est a decompositions finies de degre 
deux, ceci est evident. 
(iii) 2 (i). On sait que dans une cattgorie avec longueur, les unites sont 
indtcomposables. Par consequent, si 01 est inversible dans A%?‘, o1-le doit Ctre 
l’inverse de ae dans A, Ve E / %? I. Rtciproquement, si ale est inversible 
Ve E I 95 /, on peut construire l’inverse de a: par induction sur la longueur des 
fleches de F’: 
si e E I GF 1, 01-le = (w-l 
et si lf’ > I, c’f = -(a-‘e) C (~yf’)(c’f”), oh 
(f)Y#f 
eestlebutdef. a 
Notons que grace a leur nature differente les conditions du thtorbme 
constituent autant d’outils disponibles pour verifier si une categoric est de 
Mobius ou non. 
1.2. Exemples 
Ensembles ordonnhs localement finis. Un ensemble pre-ordonne est une 
cattgorie a decompositions finies de degrt 2 si et seulement s’il est localement 
jini, i.e., si tous ses intervalles sont des ensembles finis. Dans ce cas la 
condition (iib) est toujourssatisfaite mais (iia) est equivalent a l’antisymttrie 
de la relation. Ainsi, dans ce contexte seuls les ensembles ordonnes localement 
finis sont des categories de Mobius. Les nombres naturels, @I, <). avec la 
relation d’ordre habituel, en sont un exemple; ici l’algebre d’incidence est 
celle des matrices triangulaires suptrieures et la condition (i) generalise le 
crittre d’inversibilite de telles matrices donnt dans l’introduction. 
Monoi’des. Par la condition (iv), les monoides a decompositions finies sont 
des categories de Mobius. En consequence, dans un tel mono’ide, tous les 
sous-monoides cycliques sont libres, par (iib’), et il ne peut exister d’elements 
inversibles, par (iia), ce qui exclut tous les groupes. Comme exemples, on 
retrouve les monoIdes libres, dont N avec I’addition, les monoi’des commu- 
tatifs libres, dont, pour tout entier k 3 1, N”, ainsi que le monoi’de multipli- 
catif N* des entiers positifs, et plus generalement les mono’ides L(Z, C) de 
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Cartier et Foata [l]. Puisque AN s A[[X]] et que AN *, qui est l’algbbre des 
“fonctions arithmetiques”, est isomorphe a l’algebre des series formelles a 
une infinite de variables (cf. Cashwell et Everett [2]), la condition (i) gentralise, 
dans ce contexte, le critere habitue1 d’inversibilite des series formelles. 
Cutkgories. On voit, grace au concept de longueur d’un chemin, que les 
categories libres sur un graphe orient6 sont des categories de Mobius. 
D’autres exemples sont donnes par les deltas, qui sont des categories dont 
les seuls circuits sont les unites (cf. [I 1] p. 83) a decompositions finies de 
degrt 2, comme, par exemple, la categoric d.rrr des fonctions strictement 
croissantes entre ordinaux finis. 
2. FAMILLES SOMMABLES 
Dans l’algebre, A[[X]], des series formelles sur A, une famille de series, 
{ti}iEl est sommable si, pour tout entier n, il n’y a qu’un nombre fini d’indices i 
tels que li,n # 0; sachant que A[[X]] est une algebre d’incidence, nous 
gtneralisons cette notion: 
2.1. DEFINITION. Soit %, une cattgorie de Mobius. Une famille, (/3i}isl, 
d’tltments de A% est dite sommuble si pour chaque f E V, l’ensemble 
{i E Z 1 /$f # 0} est fini; nous posons alors 
Les demonstrations des propositions suivantes sont Cltmentaires et 
analogues au cas des series formelles. La premiere proposition indique 
comment l’ensemble des familles sommables indictes par un mEme ensemble, 
Z, est un A-module et comment xiel est une transformation lintaire de ce 
A-module dans A%?. 
2.2. PROPOSITION. Soient a E A et, {ai}is, et {/3i}i,, , des families sommables 
de A%. 
(1) La famille {q + j$lis, est sommable et Cier(ai + /$) = &, cq + 
cis, Pi . 
(2) La famille, {ucY~)~~, , est sommable et Cie, aq = a & 01~ . 
2.3. PROPOSITION. Soient {4icl et #$IheJ , des families sommables de A%. 
(1) Si K est une partie de I, la famille, {cx~},~.~ , est sommable. 
(2) Si {a,jis, est unefamille de scalaires, la famille {a,ai}iE, est sommable. 
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(3) Si I A J = 0, la famille ~~~~~~~~~~ 06 
I si keI Ek = si kEJ’ 
est sommable et x:lcslvl Ed = ziel a+ + Cj,, fij . 
2.4. PROPOSITION. Soient {~ij~s~ et {j$}j,J, des families sommables de A%. 
La famille, (ai * pj}(i,j)E,x,, , est sommable et z(f,j)E,xJ (ai * pi) = 
Lsl Oii * Ld Pi . I 
Terminons cette section par quelques exemples; tout d’abord, il est clair 
que les deux notions de families sommables dans A[[X]] coincident. D'autre 
part, VCY E AV, la famille, {(~~f)f}~~x:, est sommable et tvidemment 
CfcQ c&f = 01. 
2.5. PROPOSITION. Soit N E A%‘. Si ‘de E 1 T? 1 ale = 0, la famille, {cP},~~ , 
est sommable-la rPciproque est vraie lorsque A est saris diviseurs de z&o -et 
E nerm 0111 = (6 - a)-‘. 
Pour montrer que xncN CY~ = (6 - CI-~ on utilise le fait que (CnEH @) f = 
2L (W. I 
3. INVERSION DE MOBIUS ET GL~~MENTS REMARQUABLES 
Nous allons, dans cette section Ctablir un principe tres general d’inversion 
de Mobius et donner une interpretation combinatoire interessante a quelques 
elements remarquables de l’algbbre d’incidence d’une categoric de Mobius V. 
Les principaux outils sont le critere d’inversibilitt des elements de AV 
(condition (i) du theoreme 1.1) et la proposition 2.5. 
La fonction de Riemann de %?, notee 5, est l’tltment de A%? dtfini par 
5f = 1 E A, Vf E V; i est tvidemment inversible et on pose p = 5-l; p 
s’appelle la fonction de A4iibiu.s de %“. Utilisant la formule inductive pour 
calculer I’inverse d’un Clement, on obtient: 
si e 6 i %? I, pe= I, 
et si !f > I, c4f’= - c pfl. 
(flY#f 
Si on rttcrit la relation, 01 = /3 c c ++. /3 = LY. * p, on obtient le principe 
gt!n&al d’inversion de M6bius: 
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3.1. THI~ORBME. Soient 01, fl E A%?. Alors 
Posons 7 = 5 - 6. Alors pour tout entier i > 0 et V’G %, ($)f compte, 
modulo c, la caracteristique de A, le nombre de decompositions defde degre i. 
On dtfinit K E AV par 
KJ’ = 
I 
1, si IJ’= 1. 
0, sinon ’ 
de facon analogue, Ki donne, modulo c, le nombre de decompositions 
e’lkmentaires, i.e., en flbches de longueur 1, de degre i. Comme Te = 0 = Ke, 
Ve E 1 +TT 1, les families (~7~)~~~ et ~~~~~~~ sont sommables et on definit les 
elements suivants de A%‘: 
CD = c r)i, y==K’ 
isN ieN 
@+ = 6 + 72 + 7f + ***, sp- = T + 73 + 75 + ... 
Evidemment, @ = @+ + @,_ ; @ reprtsente, modulo c, le nombre de decom- 
positions et Y, le nombre de celles qui sont tltmentaires. Les propositions 
suivantes sont connues dans des cas particuhers. La premiere ([13] p. 346 et 
[ 11, p. 19) permet d’interpreter la fonction de Mobius en fonction des decom- 
positions de degrt pair et impair. 
3.2. PROPOSITION. Dans A%?, on a 
De plus, 
et, 
DPmonstration. Par les propositions 2.3 et 2.5, on a: 
p = 5-l = (6 + r))--1 = 1 (-1)s 7s = @+ 
EN 
Les autres formules se demontrent facilement. l 
3.3. PROPOSITION. Dans A%, on a @ = (6 - y)-’ 
2 = 1 + 1 dans A, ([5], p. 98) et Y = (6 - K)-‘. 
o- . 
(26 - ()-1, 02 
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3.4. EXEMPLE. Soit %? = LG, la cattgorie libre sur un multigraphe orient6 
G. En parcourant les arcs d’un chemin de longueur n 3 1, il y a n - 1 “arrets” 
possibles sur les sommets intermediaires; une decomposition de degre 
i + 1 >, 1 de ce chemin correspond a un choix de i arrets parmi les n - 1. 
On voit done que si If = n 2 1, @f = 2n-1, modulo c. On voit aussi quef 
ne possede qu’une seule decomposition tltmentaire, a savoir la suite des arcs 
qUi k COIIIpOSent. Aimi y = 1: et COmme y = (6 - K)-~, p = 6 - K, i.e., 
1 1 si if-0 pf= -1 si If’=l. 0 si If>2 
Lorsque G n’a qu’un sommet, LG est un mono’ide libre et on retrouve les 
formules connues pour p ([I], p. 22) ainsi que pour Sp ([5], Exemple 4.10) 
lorsque LG = N. Dans ce cas, via l’isomorphisme AN g A[[X]], on a 
@ = 1 + IL>1 2n-1Sn, Y = < = &o P et p = 1 - X. 
4. PROPRI~T~S DE FERMETURE DES CATEGORIES DE MOBIUS 
Dans cette section, nous presentons quelques resultats de la theorie des 
categories de Mobius et de leurs algebres d’incidence, certains &ant des 
generalisations de ceux de Rota ([13]). 
Soient g et W, des categories de Mobius et F: 98 + %, un foncteur. Si 
f E 2J, h’ et h” E 9, on pose 
= {(f',.f") E (f) 1 Ff' = h’ & Ff" = h”} 
dans A. Le foncteur F determine une application i?: A%? + A.!8 definie par 
(Pol)f = a(Ff), si f o .!9 et (Y E AV; P est tvidemment A-lineaire et il est 
nature1 de se demander s’il est un homomorphisme d’algbbres. Le theoreme 
suivant montre que c’est rarement le cas. 
4.1. TH~OR~~ME. L’application i? Ag --f Ag est WI homomorphisme d’al- 
gZbres si et seulement si Vf tz B!, Vh’, h” E %?, 
si (h’, h”) E (Ff) 
(h&z”) = 1: sinon ’ 
582+8/Z-5 
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Dkmonstration. Supposons que # soit un homomorphisme d’algebres et 
soient f E 9? et h’, h” E V. On remarque que dans A%‘, 
(h’ * h”) Ff = ]:, “,inoF” = .Ff; 
or 
(h’ * h”) Ff = (p(h’ * h”)) f 
= (fib’ * IT’h”) f 
= ;) ((~4 f’)@‘W 7’) 
= ; WW’W’W’)) 
Reciproquement si la condition est satisfaite, nous devrons d’abord montrer 
que Ff E 1 %T 1 * f E 1 ~43 1, ce qui entrainera que i% = 6. Supposons que ceci 
soit vrai pour toute fleche de longueur elf; si Ff E I V 1, [,,T,,J ne peut 
contenir, par hypothese d’induction, de decompositions de f; done 
#[,:,,I < 2. Si f n’est pas une unite, [Ff& ] contient au moins deux elements, 
et done #L&l = 2, ce qui est impossible car (,lF,) = 1 et 1 + I + 1 
dans A. Finalement, soient 01, /3 E A%? et f E 9Y; posons h = FJ On a alors: 
Nous donnerons des exemples de foncteurs surjectifs satisfaisant les 
conditions du theorbme & la section 7. Mentionnons pour l’instant les 
isomorphismes de categories qui donnent tvidemment des isomorphismes 
d’algebres; dans la proposition suivante, nous considerons le cas oti F est 
l’inclusion LB --+‘= %? d’une sous cattgorie ~3 de %? dans V. 
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4.2. DEFINITION. Une sous-categoric 3 dune cattgorie %T est appelee un 
intervalle de V si Qf E S#‘, f ‘f” = f dans V => f’ et f” E 547’. 1 
Cette notion englobe la notion habituelle d’intervalle pour les ensembles 
ordonnts. 
4.3. PROPOSITION. Soient V, une catkgorie de Miibius et 9f, une sous- 
catggorie de V. Alors 99 est we catkgorie de Miibius. De plus I’application 
A%? -+ AB induite par I’inclusion LB -+= %T est un homomorphisme d’algsbre 
si et seulement si g est un intervalle de %‘. Duns ce cas, les e’lkments remar- 
quables 5, CL, @ et Y de AL8 sont les images des m&mes e’kments de A%. 
Dkmonstration. Puisqu’une cattgorie de Mobius est une categoric a 
decompositions finies, il en sera Cvidemment de m@me de toute sous- 
categoric. D’autre part la condition du theoreme 4.1 pour une inclusion 
S? --tc %Y signifie precisement que 5? est un intervalle de V. Le reste de la 
proposition est immediat. 1 
Si WI et gz sont des categories a decompositions finies de degre deux, 
il en est Cvidemment de mCme de la categoric produit VI x Vz ; soient 
01~ E ATT1 et 01~ E AVz, on dtfinit 01~ * 01~ E A(%Tl x %?J par 
Par exemple, dans A(%?, x %?.J, 6 = 6, . 6, et 5 = & . 5,. 
4.4. LEMME. Soient 01~ , f& E A%Yi , i = 1, 2. Alors 
4.5. PROPOSITION. Soient Gfl et V, , deux catkgories de Miibius. Alors 
VI x V, est une cattfgorie de Miibius. De plus, 
(1) 4fi Tfi) = 4fi + hfi > 
(2) dam Ate1 x %,I, CL = p1 * pz, 
(3) y = x:m,ns~ (ii:,?) Kim ’ ‘6~~. 
Dkmonstration. La formule (l), qui est immediate, montre que la categoric 
9, x V, est avec longueur et done de Mobius. La formule (2) est une cond- 
quence immediate du lemme precedent. Pour voir (3), il suffit de remarquer 
qu’en prenant une decomposition Clementaire de longueur m de fi F %?l et 
une de longueur n de fi E ‘GFz et en les “melant” (shuffle, en anglais), ce qui 
peut se faire de (g:;) f a c ons, on obtient une decomposition Clementaire de 
longueur m + n de (fi , fi) E %?:1 x Yz, et de voir que toutes les decom- 
positions Clementaires de V; , fJ sont de ce type. 1 
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4.6. EXEMPLE. Designons par TE , le treillis des partitions en un nombre 
fini de classes d’un ensemble E et posons TE = T, si #E = n E N. Si a est 
une partition plus fine que 7~ dans TE, T peut etre consideree comme une 
partition de I’ensemble, / u I, des classes de a; si cette partition est du type 
ISI . . . wzsm, I’intervalle [CT, T] est isomorphe a T$ x *.. x Tk. En appliquant 
les propositions 4.3 et 4.5 on obtient immediatement que 
p(cr, n-) = pi’ ... pi:,, Oh p,, = ~(0, 1) dans AT,, 
ce qui donne la formule de Schutzenberger pour la fonction de Mobius, 
lorsque I’on sait que pn = (-1)7”-‘(n - l)! (Voir [13], p. 359). Une autre 
application est le calcul de Y dans ce treillis: un chemin Cltmentaire de a a 
rr peut &tre consider6 comme une “construction” par &tapes de rr a partir de a, 
chaque pas Ctant constitue de I’union de deux classes. 
4.7. COROLLAIRE. Le nombre Y(T> x ... x 72) de “constructions” d’une 
partition de type 1~ .*’ m sm d’un ensemble de m e’lkments en s classes est &gal d 
‘“,,f’! 1 !“’ . . . m !%a. 
Dkmonstration. Tl faut montrer par induction que YT, = K+~T,, = 
n!(n - 1)!/2+l et appliquer l’identite (3) de la proposition 4.5. n 
4.8. EXEMPLE (Le produit faible). Soit (VJi., une famille de categories 
de Mobius;. lorsque I est infini, le produit direct nisi ej n’est pas en general 
une cattgorie de Mobius, mais contient une sous-cattgorie, appelte le 
produit faible et notee n(I) Vi , qui est constitute des fleches f = (j& dont 
le support, (i E I Ifi 4 1 %?i I), note IA est fini. L’ensemble des fleches dont 
le support est contenu dans If est un intevralle de I-I(,) vi ; done le produit 
faible est une categoric de Mobius et on peut y appliquer les formules du 
produit (proposition 4.5). Notons, par exemple, que le monolde multi- 
plicatif, iW *, est isomorphe au produit faible, n(P) fI, ou P est l’ensemble 
des nombres premiers et kI IJ = N, VJI E P, ce qui permet de calculer facilement 
la fonction de Mobius classique de la theorie des nombres. 
La classe des categories de Mobius est tvidemment fermee sous d’autres 
operations. Par exemple la duale d’une categoric de Mobius est de Mobius 
et le coproduit de categories de Mobius, qui en est la reunion disjointe, est 
tgalement une categoric de Mobius. En se restreignant aux categories dont 
l’ensemble des unites est un ensemble fixe E, et aux foncteurs qui sont 
I’identite sur les unites, la fermeture sous le “produit” et le “coproduit” est 
encore valide. Nous traitons, en terminant, de ce coproduit, que nous 
appelons coproduit sur E et qui generalise le produit libre de monoi’des. 
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Soit ~~‘i~i.I , une famille de categories avec j %i j = E, Vi E I. Le copvoduit 
SW E est la categoric, notee V = & Vi , construite de la faGon suivante: 
1 %? j = E et les flbches non-unites de %T sont des chemins dont les arcs sont 
les fleches non-unites des Vi, deux arcs consecutifs &ant pris dans des 
categories distinctes; la composition est la concatenation des chemins 
assortie d’une clause prevoyant la composition interne de flbches d’une meme 
categoric. 
4.9. PROPOSITION. Si {%Ti}i,, est une famille de catkgories de M6bius avec 
1 %Ti / = E, Vi E I, le coproduit sur E, J& gi, est une catkgorie de Miibius 
contenant, comme intervalle, chacune des catkgories Vi . De plus si f E & Vj , 
pf = 
t 
si ,f’E E+ , pi e’tant lafonction de Miibius de Fi 
sinon. 
4.10. EXEMPLE. Le monoi’de libre L(S) sur un ensemble S de generateurs 
est un produit libre de “S” copies du monoide additif N. On peut done 
appliquer la proposition precedente et retrouver (cf. Exemple 3.4) la formule 
donnant la fonction de Mobius de L(S): si m E L(S), 
I 
I si t77 = I 
pm= -I si m est un generateur 
.O autrement. 1 
5. APPLICATIONS ADMISSIBLES ET EXTENSIONS 
Dans cette section, nous Ctudions certaines applications, V + A9, qui 
peuvent s’etendre a des homomorphismes d’algebres, A%? --f A.9. 
5.1. DEFINITION. Une application, F: V - AB, est dite admissible si 
(1) la famille, (efjfew , est sommable, 
(2) c Fe = 6 E Aa, 
@VI 
(3) (Ff) * (Fg) = !;lfR) 
sifg est defini 
sinon. 1 
5.2. THSORBME. Si %? +F AB est we application admissible, I’application 
AV -‘AC?: at-+ Cfeq (af)(Ff), appelke l’extension de F, est un homo- 
morphisme d’aIgt?bres. 
De’monstration. Evidemment F est lintaire et la condition (2) de la dtfi- 
nition nous assure que F6 = 6. Pour voir que F preserve le produit d’tltments 
de A%?, on utilise la condition (3) et la proposition 2.4. 1 
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On parle du transfert de l’inversion de Mobius, lorsqu’on considtre dans 
A9 les elements, Fc et Pp, inverses l’un de l’autre. 
5.3. EXEMPLE. Soit a: E AV tel que eye = 0, Ve E 1 V I. Alors l’application, 
N --tSA%‘:nwan, est admissible puisque la famille (c?}~~~ est, en vertu de 
la proposition 2.5, sommable et que S est un homomorphisme dans le monoi’de 
multiplicatif de A%?. En identifiant AN et A[[X]], on voit facilement que S, 
l’extension de S, substitue u a X dans chaque strie de A[[X]]; lorsque V = N 
on retrouve la substitution habituelle d’une strie formelle dans une autre. 
Puisque dans A[[X]], 5 est &N Xi et CL, 1 - X, le transfert de l’inversion de 
Mobius a l’aide de s donne une preuve formelle de I’identite 
de la proposition 2.5. 
Soit /I E A%?, un Clement inversible de A??; posons 13, tgal a p sur 1 % j et 0 
partout ailleurs. Puisque 6 - /3 * S;l vaut 0 sur / %I? 1on peut le substituer a a~ 
dans (1) ce qui donne: @ * 8~‘))~ = CnsN (6 - p * 6~‘)~. On obtient done: 
5.4. PROPOSITION. 
et 
p-1 = s,-’ * c (6 - p * sip* 
?&EN 
fi-‘f = (Be)-’ 5 (6 - /3 * f&l)” f, 
Vf E %2 oti e est le but de f. 
5.5. EXEMPLE. Le “Master Theorem” de MacMahon ([IO]) dit essen- 
tiellement que deux series, z et d, de A[[X, ,..., X,]], l’algebre des series 
formelles a n variable commutatives, sont inverses l’une de l’autre. Cartier 
et Foata dans leur preuve du therobme (cf. [l]) construisent un homo- 
morphisme, Qn + A[[X, ,..., X,]], d’un monoi’de a decompositions finies, 
qu’ils appellent monoi’de des rearrangements de n objects, dans le monoi’de 
multiplicatif de A[[X,,..., X,]]; sachant que A[[X,,...,X,]] g A(N x ... x N), 
on peut voir que l’homomorphisme construit est une application admissible. 
Les auteurs montrent que t = CIEOn Ff et d = CfeQn (&(Ff) et finalement 
par calcul que I * d = 1, ce qui pour nous est immediat car t = Fc et d = Fp; 
leur preuve est done fondamentalement un transfert de l’inversion de Mobius. 
Le theoreme d’extension permet d’etendre les foncteurs, ‘Z +F 9, tels que 
le compose, V +F 9 += A9, est une application admissible, a des homo- 
morphismes d’algebres, A% --f AC?: 01++ xfsv (&(Ff). La proposition 
suivante donne des conditions sur F pour que ceci soit possible. 
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5.6. PROPOSITION. L’application V +F 3 -+= AS3 est admissible si 
(1) be g, ff I Ff = d est@i, 
(2) F restreint ci / V I est une bijection sur 1 SB 1, 
et rtciproquement, les conditions (1) et (2) sont ne’cessaires forsque A est de 
caractkristique z&o. 1 
5.7. EXEMPLE. Notons ii l’ensemble (i E N j 1 < i < n}. Soit <*, une 
relation d’ordre sur ii; notons < la relation d’ordre habituelle. 11 est facile 
de construire une bijection croissante, (E, <.) +F (6, ,<), (cf. [12], chap. 21) 
qui lorsque considtrte comme foncteur satisfait les conditions de la propo- 
sition precedente; son extensionF est le plongement de A@, <*) dans A@, <). 
L’inttret du plongement reside dans la simplicitt des calculs dans A@, ,O, 
qui est (isomorphe a) l’algebre des matrices triangulaires superieures. 1 
5.8. EXEMPLE. Soit B un delta a decompositions finies; on obtient sur 
/ 9 / une relation d’ordre en posant e’ < e” lorsque 9(e’, e”) # o. De plus 
lorsque, Ye’, e” E / 9 1, #CB(e’, e”) est fini, le foncteur evident B + (1 9 1, <) 
satisfait les conditions de la proposition 5.6; en transferant a I’aide de son 
extension I’inversion de Mobius, on a que Cerse” #9(e’, e”)(e’, e”), l’image 
de 1: E A9, est l’inverse de Ce,se, (Ce,+rp- ruf)(e’, e”), l’image de p E AB, 
rtsultat de Doubilet et Rota [4] obtenu par calcul. 1 
Dans ce qui suit, nous caracteriserons l’extension d’une application 
admissible a l’aide de notions topologiques. Donnons a A$? la topologie 
initiale pour l’ensemble d’applications {A%? -QF A: ~1 w af / f~ %}, A &ant 
muni de la topologie discrete; puisque A%? est en bijection avec nfPO A, cette 
topologie, appelte standard, (cf. [5]) n’est autre que la topologie du produit. 
L’algebre AV aura toujours la topologie standard et A, la topologie discrete. 
5.9. PROPOSITION. L’algPbre AV est une algtbre topologique. 1 
Rappelons qu’un filet est une application d’un ensemble filtrant a droite 
(B,I ordonne par l’inclusion est un tel ensemble) dans un espace topologique 
(cf. [61). 
5.10. LEMME. Une famille (cxJ~~~ de AV est sommable si et seulement si le 
filet, .PJ --t% A%?: d w xied 01~ , converge; lorsque & converge, il le fait vers 
Zielai. 1 
Par exemple si 01 E A%, la famille {(~$)f},~e est sommable et le filet, 
9,,% -A A%?: d++ zfEd (c&f converge vers o(. 
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5.11. TH~ORBME Soit A% -+F AB, une application lineaire. Les &ton& 
suivants sont alors equivalents: 
(1) L’application F est continue. 
(2) Si une famille (oli)isl de A%? est sommable, la famille {Fcriji,t est 
sommable dans A9 et F 2i.t 01~ = & Foli . 
(3) La famille (Ff jles est sommable et Fa = &‘G. (af)(Ff), V’a E A%?. 
Par le theoreme, l’extension F d’une application admissible, V +F AS?, est 
continue car elle est lintaire et satisfait la condition (3), et toute autre appli- 
cation lineaire et continue qui est une extension de F est par (3) Cgale a F. 
D’ou: 
5.12. PROPOSITION. Tome application admissible possede une unique 
extension a un homomorphism continu. 1 
6. RELATIONS COMPATIBLES ET AL&BRE~ RI?DUITES 
Darts cette section, nous gtneralisons les travaux de Doubiiet, Rota et 
Stanley sur les algtbres reduites [5]. Notre apport se limite ti avoir, premib- 
rement, g&kralid aux categories de Mobius et deuxiement mis en lumibre 
la non ntcessite de l’hypothtse de caracttristique zero faite a propos de 
I’anneau de base (dans [5] on parle plut8t de corps). 
Soit V, une categoric de MGbius; lorsque - est une relation d’equivalence 
sur $7, on Ccrit AV, pour designer I’ensemble des elements de AV constants 
sur les classes de V. 
6. I. DEFINITION. Soit - une relation d’tquivalence sur V. La relation - 
est dite compatible darts A%? si A%?, est ferme sous la multiplication. U 
6.2. LEMME. Lorsque - est compatible darts A??, une unite et une non-unite’ 
de %? ne peuvent &re - Pquivalentes. 
Le lemme sera dtmontre plus loin. 
6.3. PROPOSITION. Si - est une relation compatible dans A’%, 
(1) A%, est une sous-algebre de AV, appelee l’algbbre reduite par -. 
(2) L’inverse d’un element inversible de AW- appartient a A%, . 
Demonstration. Le seul point non-trivial de la demonstration de (1) est 
de montrer que 6 E A%* ce dont nous assure le lemme 6.2; on montre (2) en 
utilisant ce m&me lemme et la proposition 5.4. 1 
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Trivialement 5 E AGF?~, done, lorsque - est compatible, TV E A%‘, . 
Soit N, une relation d’equivalence sur 27, on pose: 
%“, = l’ensemble des classes de h 
s [ 1 g, h = i(f’, f”) E W/f’ - g et f” - 4, si f, g, h E %? 
J c 1 x, y = {(f’, f”) E (f)/f’ E x etf” E ~1, si fE%? et x,yE%- 
i;h) = # [gjhl 
. 1 (oti 1 est l’unitt de A) 
Le lecteur aura remarque la similitude existant entre les coefficients (,f,) 
que nous venons d’introduire et ceux introduits a la section 4; nous ttablirons 
plus loin un lien plus Ctroit entre ces deux types de coefficients. 
Lorsque 01 E A%- et x E V, on Ccrit ax pour designer la valeur que 01 
prend sur x. 
6.4. LEMME. Soit -, une relation d’kquivalence SW %T. Alors 
(I) Si f E V, l’ensemble (f) est l’union disjointe des [,fJ, lorsque (x, y) 
parcourt [f], 
(2) si 01, /3 E A%, et f e VT, 
(a * Bf = c 
lY.ZHfl 
( ,Tz) (~Y)W. I 
6.5. THIZOR&ME (Theo&me de caracttrisation des relations compatibles). 
Soit -, une relation d’dquivalence sur %. La relation - est compatible dans A%? 
si et seulement si 
air de faGon Pquivalente, 
Vf, g E 93 Vh’. h” E W, f - g * (,,‘,r) = (j/h”)* 
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Demonstration. Pour la ntcessitt de la condition, voir [5] p. 93. La 
suffisance est immediate. 1 
6.6. COROLLAIRE. Soient -, une relation d’equivalence sur V et, A, et A,, 
des anneaux commutatif et unitaires; supposons que la caracteristique de A, 
divise celle de A, . II su$it que la relation - soit compatible duns A,%? pour 
qu’elle le soit duns A,V. 
6.7. COROLLAIRE. Soit -, une relation d’equivalence sur 9. Lorsque A est 
de caracteristique zero, pour que - soit compatible il faut et il sufit que 
VA g E 27 il existe une bijection, ( j’, j”) e, ( g’, g”), entre (j) et ( g) telle que 
j’ - g’ et j” -g”. 1 
Soient x, y, z E %T - ; on d&nit, grace au thtorbme, (,yz) comme &ant (,<,), 
quel que soit f E x, lorsque - est compatible dans AV. Nous abordons 
maintenant 1’Ctude de CA%‘, l’nesemble des relations compatibles dans A%. 
6.8. PROPOSITION. L’ensemble CA%, lorsque muni du supremum du treillis 
des relations d’e’quivalence sur 9, est un treillis complet. 
Nous allons nous interesser au plus grand Clement de CA%, VneCRv n; 
pour ce faire, nous introduisons une suite (-” )npN de relations d’tquivalence 
sur %?; lorsqu’il s’agira de la relation mn, nous ecrirons [,,l;l”ln et (,,f*-), plutot 
we L&l et (hsfhe). 
6.9. DI~FINITION. (0) f-O g, V'g E%?, 
(n + 1) .f “2 g si (a) J’Z g 
et (b) (hr(h,,), = (,,y,,,), VA’, 11” E @‘. I 
Lorsque A est de caracteristique 0 la condition (b) entraine la condition (a) 
et on retrouve la definition donnee par Doubilet, Rota et Stanley ([S], p. 111). 
6.10. TH~OR~ME. L’infimum AnEN wn, notee -, est le plus grand element 
de CA%. 
Demonstration. Montrons en premier que - est compatible. Soient 
f, g, h’, h” E W. Ayant remarqut que [hrih”] = {(j’, j”) E (j) 1 j’ - h’ et 
f” - h”} = onEN [IL.I;Lfl]R et que {[hzfhw]n}nErm est une suite dtcroissante 
d’ensembles finis, on conclut que 3n, t.q. Vm > n, [,,:,“I = [h8ihnJm. . De 
mCme 3n, t.q. Vm > n2 [,,Tfie ] = [h.~~~~]m . Soit alors n 3 max(n, , n,); si 
f-J&f mnil g et (h,~~~..)n = (h,$n)n , d’oti finalement (h.yhn) = (h,fh”). 
Soit TT, une relation compatible dans A%. Nous montrerons que - > T 
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et pour ce faire il suffit de montrer par induction que Vn E N kn. > T. Pour 
II = 0 c’est evident; supposons que ce soit vrai pour n > 0, ce qui nous dit 
que A%,, C AFT et done que l’element 
hL.nf = i :, 
si fc h 
sinon ’ 
Vf E %, appartient a A%Tw quel que soit h E V. Soientf, g E %; supposons que 
f x g ce qui entraine quef -n g. Soient h’, h” E %?; puisque ah,,, c 6,“,, E AQTm 
on a: LfhnL = Z(f) @h~,J>@~~,nf”> = @z~,,~ * h~,,)f = Pk., * kAg = 
(,,yh.)n. Doncfmn+l g. i 
6.11. PROPOSITION. L’ensemble / ‘Z / est une classe d’kquivalence de la 
relation -. 
Dkmonstration. 11 suffit de demontrer les deux Cnonces suivants: 
(1) VnENVe’,e”Ej~l,e’NILe, 
(2) Vf~~-~%TlVeEI%~/,e~fI 
Pour montrer (1) on fait une induction sur n; pour (2) il suffit de montrer 
par induction sur la longueur de f que 
(2') Vf~~-~Il,VeEI~~/,e~zfJ: 
6.12. COROLLAIRE. Une conse’quence imme’diate de la proposition et du 
the’or$me est le iemme 6.2. 
Finalement, on a: 
6.13. PROPOSITION. Soient J g E Gf; f - g si et seulement si f wrn g oi4 
/?I = max(lf, Zg). 
7. REDUCTIONS FONCTORIELLES 
Soient &’ et V, des categories de Mobius et B ---tF %‘, un foncteur surjectif. 
Le noyau de F, note ker F, est la relation d’equivalence sur .3 qui regroupe en 
classes d’equivalence les fleches ayant la meme image par F; on peut done 
identifier les classes de ker Faux elements de V. Le coefficient 
,’ 
t ! II’, 11" 
= #L(f’, .f”) E (f) ( Ff’ = I?‘, Cf l’ = h”1 . I ) ,f E W, h’, Ii’ E $9 ~ 
introduit prectdemment ($4) coi’ncide avec celui determine par ker F ($6). 
En rtcrivant le theortme 6.5 on obtient un critbre pratique pour determiner 
si ker F est une relation compatible: 
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7. I. TH~OR&ME. La relation ker F est compatible si et seulement si 
‘if, g E SY, Vh’, h” E @, 
Lorsque ker F est compatible, l’algebre reduite Agker F induit une nouvelle 
multiplication sur A%? don&e par 
(a * /3) h = ; (,lt(‘,l,,j (4 (Bh”), h E %T, 
qui fait de AV une algtbre isomorphe a AakerF . 
Si le foncteur F satisfait a la condition du thtorbme 4.1, la situation est 
encore plus simple: 
7.2. COROLLAIRE. Soit 24’ _tF V un foncteur surjectif tel que 
th’ih”j = 1; E A “,;,,f’y h”) E (Ff). 
Alors ker F est une relation compatible et l’application 
A%’ -f+ AB: 01 H Fol, ok (i%) f = cx(Ff), 
est un isomorphisme d’algPbres de A?? sur AgkerF . a 
7.3. EXEMPLE. Le foncteur (N*, 1 ) jF N*: (i, ,i) w j/i est surjectif et 
V(i,.i) E (N *, I ), Vk, 1 E F+J *,
Par ]e corollaire, AN * z A(N *, 1 )keT F (voir [5], p. 98); en particulier 
l’algebre CN* des fonctions arithmttiques est isomorphe a une algebre 
reduite de C(fV *, 1 ). 
7.4. EXEMPLE. Si X est un ensemble infini, le foncteur (Y,J’, 2) -P N: 
(x, y) t-+ #( y - x) oti 9,X est l’ensemble des parties finies de A’, est surjectif 
et satisfait a la condition du thtorbme car 
f;:“) = ji 
#(Y - -u) 
i. .i 1 ’ si i+,j=#(y-.s) 
0. sinon. 
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oti (#‘:;‘)) est le coefficient binomial habitue& calcule modulo la caractt- 
ristique de A. Dans ce cas, la nouvelle multiplication sur AN est (CX * p)i = 
Cj+k=i (jfJ(ai)@j>, d e sorte que l’algbbre rtduite A(B,X, C)kerF est isomorphe 
a l’algbbre des series formelles exponentielles (voir [5] p. 97). 
7.5. EXEMPLE. Doubilet et Rota ont montrt dans [4] que l’algebre d’inci- 
dence d’un monoide a decompositions finies ttait isomorphe a une algbbre 
rtduite d’un delta. Nous Ctendons ici leur construction a toute cattgorie de 
Mobius. Soit %?‘, une categoric de Mobius; construisons un delta d dont les 
fleches sont les triplets (A g, h) de fleches de V tels que gf = h. Si (fi , g, , fi) 
et (h, , g, , hg) sont des flbches de A telles que fi = h, , leur compose est dtfini 
par (h, , g, , h,)(f, , g, , fi) = (,fI , g, g, , h,); les unites de A sont les triplets 
(g, e, g), oh e est le but de g. I1 est facile de voir que A est un delta a decom- 
positions finies. Evidemment le foncteur d +F %: (f, g, 12) 4 g, est surjectif 
et 
(yg) = 1; ;i,Y = g, 
de sorte que A9T est isomorphe a une algebre rtduite de AA. 
7.6. EXEMPLE. Soit G un multigraphe oriente; le foncteur LG +r N qui 
associe a chaque chemin sa longueur est surjectif si G contient au moins un 
circuit. Dans ce cas, 
(i’,l I 1 si i+j=/f . = > ., 0 sinon 
et par consequent AN, l’algebre des series formelles a une variable est iso- 
morphe a une algebre rtduite de LG. Remarquons ici que ker 1 est la relation 
compatible la moins fine dans LG. 
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